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O que vimos na Ultima aula?

Conceito de Interpolacdo
Diferencas entre Interpolagcdo e Ajustamento

Como encontrar o polindmio interpolador através
da resolugdo de um sistema de equacoes.

Polindmio Interpolador de Lagrange

n

prr(x): Z f(xi,)zi(”}( X)

X— X
onde  £{"(x)=[] —.

j=0 % =X

J =i




Inconveniente de Lagrange

“O método de Lagrange para determinacdo do
polinbmio de interpolacdo de uma fungdo y = f(x)
sobre um conjunto de pontos x0, x1, ..., xn possui um
inconveniente. Sempre que se deseja passar de um
polindmio de grau p (construido sobre p + 1 pontos)
para um polindmio de grau p + 1 (construido sobre p
+ 2 pontos) todo o trabalho tem que ser praticamente
refeito. Seria interessante se houvesse possibilidade
de, conhecido o polindmio de grau p, passar-se para
o de grau p + 1 apenas acrescentando-se mais um
termo ao de grau p.” [4]



E hoje?
I

71 Polindmio Interpolador de Newton



Polindmio Interpolador de Newton
I

1 Dado o tabelamento

X | X0 X |

i Xn
fxi) | fixo)  ftxi) ... fixa)

71 Definimos o Polindémio Interpolador de Newton por:

Pn(X)=f(x0) +(x-x0)f(X0,x1) +(x-Xx0) (x-Xx1)f(x0, X1,x2) +

oot (x-x0)(x-x1)...(xX-Xna)f(X0, X1, ..., Xn)

0 Mas quem sdo2 f(xo) f(o.x1)  f(xp,x1,x2)
Sxo,x1,..., Xn)



Diferenca

A diferenca é um operador que serve de base

para a definicdo do polindmio de Newton

Temos duas formas mais comuns para a Diferenca:
Diferenca Dividida

Diferenca Simples



Diferenca Dividida (Definicdo 5.2)
I

Definicao 5.2: (Diferencas Divididas). Dada uma func¢do
f como em (5.1), definimos as diferencas divididas,

Jotxi)=f(xi), i=0,1,2,...,n.

Jroa(Xisy ,xf+gw-,-xf+;) ~Jfra(Xi, Xit1,ee Xitr-1)
Xi+r=-X;

ﬁ(xf.x;+1.---,xf+;)=

r=1,2,3,..., n.
i=0,1,2,...,(n—r).

Obs.: fi(x;, Xis1, .-, X;+r) lé-se diferenca dividida de ordem r, re-
lativa aos pontos x;, X+, . . ., Xity -



Tabela de Pontos Equidistantes

SDefiniﬁao 5.3!
s

Definicdo 5.3: (Tabela de pontos eqiiidistantes). Dada uma

tabela (x;; f(x;)), i=0,1,2,... n diz-se que ela ¢ de pontos
eqiiidistantes, se x;+; - x;=h (constante) i=0,1,2,..., (n-1).

-1 Exemplo:

x; | 3 3,5 4
Inx; | 1,099 1,253 1,386




Diferenca Simples (Definicdio 5.4)
I

Definicao 5.4: (Diferengas Simples). Dada uma funcédo
f como em (5.1), por uma tabela de pontos eqiiidistantes, defini-
mos

Aﬂf(xi)=f(xf), i=0,1,2,...,n. f=1.2....n
Afoxi)=A""fxic)- A7 fxg),  TO LS00

Obs.: 1 - A" fix;) Lé-se diferencas simples de ordem r de f(x;).

2 - Note que tanto as diferencas divididas quanto as diferencas
simples estao definidas de forma recursiva.



Exemplo 5.3

-1 Determine todas as diferencas simples e divididas
relativas a tabela

X ] ‘ 3 315 4
Inx; | 1,099 1,253 1,386
- Solugdo:

Verificar se a tabela é de pontos equidistantes.

Facilmente, setemque x;-xp=x>-x;=h=0,5, logo
se pode construir a tabela com todas as diferencas simples requeri-
das.



Exemplo 5.3
o

1 Solucdo (cont.):

A partir da Definicao 5.4 tem-se: 1,099 0,154

A fcy) = A fixy) - A fxy) = 1,253 - 1609 = 0,244

A fx;) =A% fixs) - A f(x;)) = 1,386-1,253 = 0,133
0,154  -0,021

A fixo) =Afx) - A fixg) =033 -0243 = - 04T

i xi Nfix)=fix)  Afix) A fixi)

0 3.0 1600 1,099 09744 0,054 - 0ATT -0,021
1 35 1,253 0,133

2 40 1,386




Exemplo 5.3
N

1 Solugdo (cont.):
Para o caso das diferengas divididas obtém-se: 1999 0,308

__Jox)-folxe)  _ 1,253 -15609 _
F1 0. %) = X=X - 3,5-3.0 PSS
_ Jo(xa)-folx 1) _ _1.386-1.253 _ 946
fi1(x1,x2) —— 40-35 oms -
Foleo x) xa) = J1OLX) f1(x0.x) _ 0266-0488 _ g rs
’ j X2—Xp 4,0-3,0

i xi  Jox)=fx)  fir(xixier) fo(xi Xivr Xi2)
0 3,0 1,009 1,099 0A488 0308 - 0,222 .0,042
I 35 1,253 0,266

2 40 1,386




Propriedades das Diferengas (Prop. 1)
L

-1 Propriedade 1: Em tabelas de pontos equidistantes,
temos seguinte a relacdo entre diferencas divididas
e diferencas simples:

faulXo, X1, ..., Xn) = A"f(x0)

n ! h?]‘



Propriedades das Diferengas (Prop. 1)
-

71 Prova por Inducdo:

1 Para o caso de n=1:

fi1(xo.x1) = Jotx)-fotxo) _ _f(x1)-f(x0) _

X71-X0 h

_ A ) -Afixeg) _ A'fixy)
h 1'h'!




Propriedades das Diferengas (Prop. 1)
-

71 Prova por Inducdo:

f(xﬂ- x} xn):ﬁl-](xfrxz.!"'rxtd_ﬁi-l(xﬂrxh-“:xﬂ-l) —
n ] yavey

xn'xﬂ

o Se a proposicdo é verdadeira para (n-1), entdo ela é
verdadeira para n.

A fixy) A" fixo) _ A" ko)
= (n-u.fh’:"’ o m-DIh"! ) [nh n‘_,,ff



Propriedades das Diferengas (Prop. 2)
-

-1 Propriedade 2: As diferencas divididas também
podem ser escritas como:

”Z J(x;)
a H(xj_xk)

k=0
k#j

=

L



Propriedades das Diferengas (Prop. 2)
-

o1 Prova por indugdo:

= Para o caso n=1;

f1(x0,x1) = Jox)-foxo) _ J(x1)-F(x0)

X=X X71-Xop

_ fxo S0 Z f(x;)

1
Xop-X1] X1-Xyp j=0 H(




Propriedades das Diferengas (Prop. 2)
I
0 Inducgdo:

o Se a proposicdo é verdadeira para (n-1), entdo ela é
verdadeira para n.

In(X0,X1,...,X0) = Jn-1 (X1, X2, Xn)=Jn-1 (X0, X1, ..., Xn-1)

Xn=X0

ﬁ?-l(-xfl-xZ:*stn) 1 ﬁ?-l(xﬂ:xhn-:xn-l)

L f(xy) o f(x) !
(3 =
H(xj_xk) j=0 H(Ij—xk

k=] k=0
k=j k#j



Propriedades das Diferengas (Prop. 2)
L

: Jf(x}) il J(x}) 1
j=) H(x_f.—x ) j=0 H(x_j.—x,{

, Pod |

7C(z,) 2 F(%) 7 Nl TV
- e

n-i

¢ 4 Li —Xo

=1 An=Xo Xi =)

Zo-%n TT o/ 3™ U e 6
X=1 k=)

1. Termo referente ao segundo somatério quando

i=0, multiplicado por 1 /(xn-x0) #(3 A
W

2. Termo referente ao produtério do primeiro

S—

somatorio

3. Termo referente ao produtério do segundo (fﬂ'ﬁ-“x ) Tr (o)
somatdrio k=

4. Termo referente ao primeiro somatério quando
i=n, multiplicado por 1/(xn-x0)



Propriedades das Diferengas (Prop. 2)
-

0 Mas..
/ 1 ! 1 Ty —Ho - K +Xn
—_— - -
By | AT G An-ko | (% =%n) O —%v)
1

T (%) (gox)



Propriedades das Diferengas (Prop. 2)
-

1 Assim..
“L'-'|j
ff(tu) f)L(‘fv) QLU'“')
LK"’J s ln) =z — + /,»-&":-‘a-:\ ,,,,,,,,,,,
" 2 S () X
ey o b B et
5 Ki:.m / 2 \\Kié __________ ) k\""\? ______________

e
~ -
~ -
—————————

1. Notar que o termo (x0-xn) entrou no produtério

2. Notar que os termos (xj-xn)(xj-x0) entraram no
produtério

3. Notar que o termo (xn-x0) entrou no produtdrio.

‘ fo(Xo,X1,..., Xp)= ; "f(xj)
j H(I-—xk)



Propriedades das Diferengas (Prop. 3)
-

Propriedade 3. Na diferen¢a f,(xp, x1, ..., x,) aordem
dos argumentos ¢ irrelevante.

Este resultado ¢ uma conseqiiéncia imediata da propriedade
anterior. Logo, por exemplo,

ﬁ(xg,x;,xz) =ﬁ.‘(x2,xf,xa) =ﬁ(xa,xz,x;)=...

Obs.: Como a ordem da diferenca dividida é sempre igual a quantidade
de argumentos menos um, ¢ comum ndo explicita-la.

f(xg,x;,xz)=f(xg,x;,xg)=f(xo,xz,x;)=...
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